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Aufgabe 2.1:

Es gilt zu zeigen, dass die Ausfiihrungszeit des Programms zur Berechnung der Fakultéat
in der Groflenordnung von O(1) liegt (wobei = den Wert 3 hat).

{Pre:x=3}
y=1
while z # 1 do
Yy =Yk,
r:=x—1;
od
{ Post: 1] true}

Wir definieren zuerst ein Pradikat p., dass die Invariante der while Schleife beschreibt.
p(2)=B3>2z>0ANx=2+1)

Wir fiihren nun die frische logische Variable u; ein, die wir fiir die while Schleife verwen-
den. Unter Anwendung der [ass.] Regel erhalten wir:

{ (pe(2) A :vlé ui)lz —1/a]}

(14p(2) Az <ur}

Wir fiihren nun eine zweite frische logische Variable us ein. Eine weitere Anwendung
der [ass.] Regel fiir die zweite Zuweisung in der Schleife ergibt:
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{((pe(2) A S w)fe = 1/x] AT < us)ly * x/y] }
Y=y *
{1 (pe(z) Nz <wg)[z —1/z] A1 <uy}

Die Anwendung der [comp.| Regel macht es notwendig die Ausdriicke x < wu; sowie
1 < uy per [cons.] Regel in die Form ¢’ = u zu bringen (Folie 255). Die Bedingung:

{((pe(2) A < w)fr = 1/z] AT < us)ly * x/y] }

wird gestarkt zu
{pcz+1)Ax—-1=uyyANl=uy}

Nun kann die Kompositionsregel mit e; = 1 und e} = 1 angewendet werden:

{pcz+1)ANx—1=u}
Y=y kT
ri=x—1;
{1+1Upe(2) Az <}

Fiir die Anwendung der [while.] Regel miissen die folgenden Implikationen gezeigt werden
(Folie 256), wobei wir e = 3 wihlen.

(1) pe(z4+1) = (z#1)Ne>e +¢
3>22x>0Ne=(z+1)+1 > (#1)A3>1+(z—1)
3>x>0ANx=24+2 = (z#£1)A3>x V
(2) p(0) = (x=1)A1<e
3>x>0Nz=0+1 > (z=1)A1<3 V

Die eigentliche Anwendung der [while.] Regel liefert:

{3z pe(2) }
while x # 1 do
Y=Yk T
r:i=x—1;

od
{34 p.(0)}

Fiir die Initialisierung y := 1 wenden wir die [ass.] Regel an und fithren eine neue frische
logische Variable w3 ein:

{(Hz.pcl(Z) AN <u3)[1/y] }
y =1
{14 3zpe(2) N1 <us}



Unter Beriicksichtigung der Precondition { x = 3 } ergibt sich mit der [cons.] Regel:

y =1
{14 32p(2) A1 < us}

Die Anwendung von [comp,.] auf die Initialisierung und die Schleife liefert:

{z=3}
y =1L
while = #£ 1 do

od
{1+3 4 p(0)}

Mit p.(0) > true und 143 < 4% 1 konnen wir ein letztes Mal die [cons,] Regel anwenden
und erhalten:

{z=3}
y =1
while x # 1 do
Y =y,
ri=x—1;
od
{1 true}

0
Aufgabe 2.2:

Es gilt zu zeigen, dass die Ausfiihrungszeit des Programms zur Berechnung der Fakultat
in der Groflenordnung von O(z) liegt.

{Pre:x>0}
=1

while = # 1 do
y =y *
r:=x— 1

od

{ Post: x || true}

Wir definieren zuerst ein Pradikat p;, dass die Invariante der while Schleife beschreibt.
p(z)=(x>0ANx=2+1)

Wir fithren nun die frische logische Variable u; ein, die wir fiir die while Schleife verwen-
den. Unter Anwendung der [ass.] Regel erhalten wir:



{(n(2) Mclé ur)lw —1/a] }

{LipG) Az <u}

Wir fiihren nun eine zweite frische logische Variable us ein. Eine weitere Anwendung
der [ass.] Regel fiir die zweite Zuweisung in der Schleife ergibt:

{((n(z) A <w)lz = 1/ A1 <wg)ly  2/y] }
Y=y * T
{1J (m(z) AN <wup)[z—1/z] A1 <wuy}

Die Anwendung der [comp.| Regel macht es notwendig die Ausdriicke x < wu; sowie
1 < uy per [cons.] Regel in die Form ¢’ = u zu bringen (Folie 255). Die Bedingung;:

{((m(2) Ao <w)[z = 1/a] AT <wg)ly x2/y] }

wird gestarkt zu
{pz+HAx—1=uAl=uy}

Nun kann die Kompositionsregel mit e; = 1 und e, = 1 angewendet werden:

{pz+)Azx—-1=u}
Y=y kT
.=z —1;
{1+1dp() Az <wui}

Fiir die Anwendung der [while.] Regel miissen die folgenden Implikationen gezeigt werden
(Folie 256), wobei wir e = « wihlen.

(1) p(z+1) = (z#1)Ne>e +¢€
r>0Nz=(z+1)+1 > (@#1)Ax>1+(z—-1)
>0 Nex=24+2 > (£ ANx>x V

(2) m(0) = (x=1)A1<e

r>0Nz=0+1 > (z=1)A1<z V
Die eigentliche Anwendung der [while.] Regel liefert:

{3z m(2) }
while z # 1 do
Y=y
r:=x—1;

od
{z 4 m(0)}

Fiir die Initialisierung y := 1 wenden wir die [ass.] Regel an und fithren eine neue frische
logische Variable ug ein:



{ (32-19152) A1 <ug)[1/y] }
yi=1
{14 3zp(2) A1 <us}

Unter Beriicksichtigung der Precondition { z > 0} ergibt sich mit der [cons.] Regel:

{$>O/\1:U3}
y =1
{14 Fzp(2) A1 <us}

Die Anwendung von [comp,] auf die Initialisierung und die Schleife liefert:

{z>0}
y =1
while = # 1 do
Yy =y*x;
r:=x— 1
od
{1+2 U p0)}

Mit p;(0) > true und z > 0 > 1+ 2 < 2%z konnen wir ein letztes Mal die [cons,] Regel
anwenden und erhalten:

{z>0}
y =1
while = # 1 do
y =y kI
r:=x—1;
od
{z | true }



Aufgabe 1:
Sei 0 € ¥ mit o(z) = 3, dann gilt:

(y:=1; whilex #1doy :=yxx; x:=x—10d,0) — 0[6/y][1/x]

b=y > . oB/yIR/a]) 7 olo/lefa] " i~ L o6/ulR/el) S ol ] o
V=(yi=yxu z=2—1,0B/y)[2/s]) =° o[6/y][1/2]
— Nell S
\% (while z #1doy:=yxx; z:=x—1o0d,0[6/y][1/z]) —° o[6/y][1/x] gﬁﬁiifs
T = (whilex #1doy:=yx*x; x:=x—10d,0[3/y]|[2/x]) =7 o[6/y][1/x] s
— — [as8] s

imyrmolify) 7 oBly ™ = o= 1,oB/u) & oBlIR/A
. s y =y vi=a—1o[l/y]) = o[3/y]2/a]
(y:=1,0)=20[l/y © ™ (while z # 1 doy ==y % a; x:= 2z — 1 od,o[1/y]) = o[6/y][1/z]
(y:=1; whilex #1doy:=yx*x; x:=2—10d,0) =3 o[6/y][1/]

[Comp]tns
[while]t

tns
[COHlp] tns

Anmerkung: Anders als beim Beispiel in den Folien, kommen wir auf insgesamt 30 Zeiteinheiten (statt 33). Der Hintergrund
ist, dass in den Folien fiir die Auswertung von der Schleifenbedingung = # 1 vier Zeiteinheiten bemessen werden, wir jedoch
der Meinung sind es sind nur drei notig:

[[x#l]]TB:[[x]]TA+[[1HTA+1:1+1+1:3

Zugegeben, es kommt auf die Definition von # an: ist der Operator direkt definiert (unsere Annahme) oder indirekt per —

und = (Annahme in den Folien?).
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